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Namjena ovih zadataka, datih da se 
koncentrišu na njihova rješenje (kao i da postavljaju pitanja

zadatka dovodi do zamora
–

primjera. 
http://ff.unze.ba/nabokov/

Jedna od : Površnost razumijevanja je majka neuspjeha.
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Neki zadaci koji slijede u ovoj lekciji i u dvije sljedeće lek-

cije, čiji su numeracija [23]-[30], [32]-[33] i [34]-[42] su po-

sud̄eni iz knjige ”Zbirka rešenih zadataka iz Verovatnoće i

statistike”, autora Silvia Gilezan, Ljubo Nedović, Zorana

Lužanin, Zoran Ovcin, Tatjana Grbić, Jelena Ivetić, Bil-

jana Mihailović, Ksenija Doroslovački, izdanje Novi Sad,

2009. godine

Sveska je su skinuti sa stranice http://ff.unze.ba/nabokov/
Za uočene greške pisati na infoarrt@gmail.com
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Namjena ovih zadataka, datih na papiru, je da na času studenti ne budu opterećeni pisanjem teksta zadatka nego da se koncentrǐsu na

njihova rješenje. Sva rješenja zadataka možete pogledati u svesci sa vježbi iz predmeta
”
Inžinjerska matematika III“, koju možete skinuti

sa stranice http://ff.unze.ba/nabokov/. U svesci se nalaze i neki zadaci koji nisu na ovom papiru, kao i sav dio teorije koja pomaže puno

boljem razumijevanju gradiva. Jedna od poznatih latinskih izreka je: Površnost razumijevanja je majka neuspjeha.

Nastavak lekcije: Uvod u teoriju vjerovatnoće

Geometriska vjerovatnoća

Geometriska vjerovatnoću koristimo na slučaj kada imamo neprobrojivo mnogo ishoda. Na prim-
jer, pretpostavimo da imamo na pravoj, u ravni ili prostoru neku oblast G i u njoj sadržanu drugu
oblast g. Ako je E dogad̄aj da tačka padne u oblast g kod slučanog bacanja tačke u oblast G, tada
je

P (E) =
mjera oglasti g

mjera oglasti G

Primjetimo da često mjere oblasti g i G možemo izračunati pomoću integrala.

1. Dva prijatelja ugovorila su sastanak na odred̄enom mjestu u odred̄en dan izmed̄u 11 i 12 sati,
gdje će prvi prijatelj najvǐse čekati 20 minuta, dok će drugi prijatelj najvǐse čekati 10 minuta. Naći
vjerovatnoću p da će se prijatlji susresti.

2. U kocki ivice a upisana je lopta. Kolika je vjerovatnoća da slučajno odabrana tačka u kocki
pripada i upisanoj lopti.

3. U lopti poluprečnika R upisana je kocka. Kolika je vjerovatnoća da slučajno odabrana tačka u
lopti pripada i upisanoj kocki?

4. U ravni sa paralelnim pravama na rastojanju 2a nasumice je bačena igla dužine 2� (� < a).
Naći vjerovatnoću da je igla presjekla jednu od pravih (ovo je tzv Bifonov problem).

5. Naći vjerovatnoću da korijeni kvadratne jednačine x2 + 2ax+ b = 0 budu realni, ako se zna da
su vrijednosti koeficijenata a i b jednako vjerovatne i da je |a| ≤ m, |b| ≤ n.

Nezavisni dogad̄aji

Za dva dogad̄aja E i F kažemo da su nezavisni ako

P (EF ) = P (E)P (F ).

Prema jednakosti P (E|F ) =
P (EF )

P (F )
ovo povlači da su E i F nezavisni ako P (E|F ) = P (E) (što

takod̄er povlači da je P (F |E) = P (F )). To jest, E i F su nezavisni dogad̄aji ako znanje da se
F pojavilo ne utiče na vjerovatnoću pojavljivanja dogad̄aja E. Tj. pojavljivanje dogad̄aja E je
nezavisno od pojavljivanja dogad̄aja F .

Za dva dogad̄aja E i F koja nisu nezavisna kažemo da su zavisna.

6. Ako je P (A) =
1

3
, P (B) =

3

4
i P (A ∩B) =

1

6
izračunati

(a) P (A ∪ B); (b) P (B|A); (c) Da li su A i B nezavisni dogad̄aji? Objasniti!
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7. Pretpostavimo da bacamo dvije obične kockice. Neka je E1 dogad̄aj da je suma dvije bačene
kockice 6, a neka je F dogad̄aj da je prva kockica jednaka 4. Da li su dogad̄aji E1 i F nezavisni?

8. Pretpostavimo da bacamo dvije obične kockice. Ako sa E2 označimo dogad̄aj da je suma dvije
bačene kockice 7, a sa F dogad̄aj da je prva bačena kockica jednaka 4, da li su tada dogad̄aji E2 i F
nezavisni?

9. Pretpostavimo da izvlačimo kuglicu iz kutije koja sadrži četiri kuglice sa brojevima 1, 2, 3 i 4.
Sa E, F i G označimo sljedeće dogad̄aje: E = {1, 2}, F = {1, 3} i G = {1, 4}. Da li su E, F i G
parno nezavisni dogad̄aji?

Bajesova formula

Neka su E i F dogad̄aji. Dogad̄aj E možemo napisati kao

E = EF ∪ EFC

zato što, da bi tačka bila u E, ona mora ili biti u E i F ili mora biti u E ali ne u F . Kako su EF i
EFC med̄usobno isključivi, imamo da

P (E) = P (EF ) + P (EFC) = P (E|F )P (F ) + P (E|FC)P (FC).

Bejesova formula glasi

P (Fj|E) =
P (EFj)

P (E)
=

P (E|Fj)P (Fj)
n∑

i=1

P (E|Fi)P (Fi)
.

10. Posmatrajmo dva šešira koja sadrže kuglice. Prvi šešir sadrži dvije bijele i sedam crnih
kuglica, a drugi šešir sadrži pet bijelih i šest crnih kuglica. Bacamo novčić i u zavisnosti od izlaza
pisma ili glave izvlačimo kuglicu iz prvog ili drugog šešira. Kolika je uslovna vjerovatnoća da je
novčić pokazao glavu ako nam je poznato da smo izvukli bijelu kuglicu.

11. U odgovaranju na pitanja koja imaju vǐsestruke odgovore na testu student ili zna odgovor ili
pogad̄a odgovor. Neka je p vjerovatnoća da student zna odgovor a 1− p vjerovatnoća da student ne
zna odgovor. Pretpostavimo da student koji pogad̄a odgovor će tačno pogoditi sa vjerovatnoćom 1

m
,

gdje je m broj vǐsestrukih-odgovor alternativa. Kolika je uslovna vjerovatnoća da student zna
odgovor na pitanje ako je dato da je odgovorio tačno?

12. Laboratorijski test krvi je 95% efikasan u otkrivanju odred̄ene bolesti kada je, u stvari, ta
bolest prisutna. Ali, sa druge strane, test takod̄er daje

”
pogrešan pozitivan“ rezultat za 1%

testiranih osoba koje su zdrave. (Tj. ako se zdrava osoba testira, tada, sa vjerovatnoćom od 0, 01
test kao rezultat daje da osoba ima datu bolest.) Ako 0, 5 postotaka populacije zaista ima datu
bolest, kolika je vjerovatnoća da osoba ima datu bolest, ako nam je dato da je rezultat testa
pozitivan.

13. Pretpostavimo da imate tri sandučića u koje možete dobiti pismo. Znate da jedno pismo
ovih dana mora doći i da može biti u bilo kojem od tri data sandučića. Neka je αi vjerovatnoća da
ćete pronaći svoje pismo brzim pregledom sandučića i (i = 1, 2, 3) ako je pismo stiglo. (Možemo
pretpostaviti da je αi < 1.) Pretpostavimo da ste nabrzinu pretražili sandučić 1 i da niste našli
pismo. Kolika je vjerovatnoća da je pismo u sandučiću 1?

404



405 406



407 408



409 410



411 412



413 414



415 416



417 418



419 420



421 422



423 424



425 426



427 428



429 430



431 432



433 434



435 436



437 438



439 440



441 442



443 444



445 446



447 448



449 450



451 452



453 454



455 456



457 458



459 460



461 462



463 464



465 466



467 468



469 470



471 472



473 474



475 476



477 478



479 480



481 482



483 484



485 486



487 488



489 490



491 492



493 494



495 496



497 498



499 500



501 502



503 504



505 506



Testiranje statističkih hipoteza

U ovoj lekciji ćemo objasniti šta je statistička hipoteza i pokazati kako se može koristiti uzorak
podataka za njeno testiranje. Napravićemo razliku izmed̄u nulte hipoteze i alternativne hipoteze.
Objasnićemo značaj odbacivanja nulte hipoteze i ne odbacivanja te hipoteze. Predstavićemo
koncept p vrijednosti koja se dobije kao rezultat testa.

Testiranje hipoteza i nivoi značajnosti
Statistička hipoteza je tvrdnja o prirodi populacije. Često je napisana u obliku parametara pop-

ulacije.

Da bi testirali statističku hipotezu, moramo odrediti da li je hipoteza saglasna sa podacima iz
uzorka.

1. Neka fabrika duhana tvrdi da je otkrila novi tretman obrade listova duhana, koji kao rezultat
u prosjeku proizvodi cigarete koje sadrže manje od 1,5 miligrama nikotina po cigareti, ili tačno 1,5
miligrama nikotina. Pretpostavimo da je istraživač koji treba ovo ispitati i potvrditi, skeptičan
(sumnjičav) prema ovoj tvrdnji i zaista vjeruje da će sredina (prosjek) uzorka prevazići 1,5
miligram. Da bi opovrgao ovu tvrdnju fabrike duhana, istraživač je odlučio da testira hipotezu da
je sredina manja ili jednaka 1,5 miligrama. Odrediti nultu i alternativnu hipotezu ovog
eksperimenta, te ih prikazati simbolično pomoću parametara.

Nulta hipoteza, koju označavamo sa H0, je tvrdnja o parametrima populacije.
Alternativnu hipotezu označavamo sa H1. Nulta hipoteza će biti odbačena ako se pojavi ne-
saglasnost sa uzorkom podataka, a u suprotnom neće biti odbačena.

2. Posmatrajmo problem iz Zadatka broj 1. Riječima objasniti kakva bi dalja procedura bila
nakon što znamo alternativnu i nultu hiptezu. Objsaniti u kojem slučaju bi nulta hipoteza bila
odbačena, a u kojem slučaju nulta hipoteza ne bi bila odbačena (sve skroz ukratko, bez ikakvog
računa).

Odluka da li ćemo li ne odbaciti nultu hipotezu je bazirana na vrijednosti iz test-statistike.
Test-statistika je statistika čije vrijednosti su odred̄ene iz uzorka podataka. U zavisnosti od

vrijednosti ove test statistike, nulta hipoteza će biti odbačena ili ne.

3. Objsniti šta je test-statistika iz Zadatak broj 1. U kojem slučaju bi tada nulta hipoteza bila
odbačena (sve skroz ukratko, bez ikakvog računa).

U opštem slučaju, ako sa TS označimo test-statistiku, da bi završili naše specifikacije za test,
moramo odrediti skup vrijednosti za TS na osnovu kojih bi nultu hipotezu obacili.

Kritična oblast, takod̄er poznata kao i oblast odbacivanja, je skup vrijednosti iz test-statistike za
koje je nulta hipoteza odačena.

4. Statistički test nulte hipoteze H0 je podpuno odred̄en kada su odred̄eni test-statistika i kritični
region. Ako sa TS označimo test-statistiku a sa K označimo kritični region, tada statistički test
nulte hipoteze H0 je sljedeći:

Odbaci H0 ako je TS u K
Nemoj odbaci H0 ako TS nije u K

Primjeniti ovo objašnjenje za Zadatak broj 1, pod pretpostavkom da je standardna devijacija
nikotina u cigareti 0,8 miligrama, a n veličina uzorka.

Ako je veličina uzorka n = 36 za koju vrijednost će nulta hipoteza biti odbačena a za koju ne.
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Da li će nulta hipoteza biti odbačena za vrijednost sredine uzorka 1,7? Šta za slučaj 1,9?

Odbacivanje nulte hipoteze H0 je jaka tvrdnja da H0 nije u saglasnosti sa posmatranim podacima.
Rezultat daH0 nije odbačen je slaba tvrdnja koja se treba tumačiti kao da jeH0 saglasan sa podacima.

Klasična procedura za testiranje nulte hipoteze je da fiksiramo dovoljno mali nivo značajnosti α
i onda zahtjevamo da je vjerovatnoća odbacivanja H0, kada je H0 tačan, manja ili jednaka od α.

Ako nam je cilj da ustanovimo tačnost odred̄ene hipoteze, tada ta hipoteza bi trebala biti diza-
jnirana kao alternativna hipoteza. Slično, ako nam je cilj da hipoteza izgubi svoj ugled (da bude na
zlom glasu) tada hipoteza treba da je dizajnirana kao nulta hipoteza.

5. Posmatrajmo problem iz Zadatka broj 1. Ako fabrika duhana želi da sprovede eksperiment u
kome će dokazati da je sredina nivoa sadržaja nikotina u njezinim cigaretama manja od 1,5 šta će
fabrika tada uzti kao nultu hipotezu a šta za alternativnu hipotezu? Zašto?

6. Posmatrajmo sud̄enje u kome porota mora odlučiti izmed̄u hipoteze A da je osumnječeni kriv i
hipoteze B da je on ili ona nevin.

(a) U okviru testiranja hipoteza i BiH zakonskog sistema, koja od hipoteza bi trebala da bude
nulta hipoteza?

(b) Šta mislite šta bi bila odgovarajuća kritična oblast u ovoj situaciji?

Rješenje-upute: (a) Hipoteza B.

7. Pretpostavimo da test
H0 : μ = 0 protiv H1 : μ �= 0

kao rezultat ima odbacivanje hipoteze H0 na 5 postotnom nivou značajnosti. Koje od sljedećih
tvrdnji je (su) tačna(e)?

(a) Podaci pokazuju da je μ dovoljno različito od 0, što znači da je dovoljno daleko od 0.
(b) Podaci su dovoljno jaki da zaključimo da μ nije jednako 0.
(c) Vjerovatnoća da je μ jednako 0 je manja od 0,05.
(d) Hipoteza da je μ jednako 0 je odbačeno procedurom koja je kao rezultat imala odbacivanje

samo 5 postotaka vremena kada je μ jednako 0.

Rješenje-upute: (d) je najvǐse tačno; (b) je vǐse tačno nego što nije.

Testovi koji se odnose na sredinu populacije koja ima normalnu
raspodjelu: slučaj kada je varijansa poznata (Z test)

8. Za bilo koju vrijednost α izmed̄u 0 i 1, definǐsemo zα kao
vrijednost za koju vrijedi da je

P{Z > zα} = α

Drugim riječima, vjerovatnoća da standardna normalna sluča-
jna varijabla koja je veća od zα da bude jednaka α (vidi sliku
desno) (zα nazivamo 100(1− α) postotak standardne normalne
distribucije).

Koristeći tabelu Standardne normalne vjerovatnoće izraču-
nati z0.025, z0.05, z0.10, z0.005, z0.01 i z0.25.
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Pretpostavimo da je X1, X2, ..., Xn uzorak iz normalne distribucije koja ima nepoznatu sredinu
μ i poznatu varijansu σ2, i pretpostavimo da želimo testirati nultu hipotezu da je sredina μ jednaka
nekoj odred̄enoj vrijednosti nasuprot alternativnoj koja nije. To jest, želimo testirati

H0 : μ = μ0

nasuprot alternativnoj hipotezi
H1 : μ �= μ0

za odred̄enu vrijednost μ0.

Ako je X sredina uzorka X =

∑n
i=1Xi

n
, zα oz-

načava 100(1−α) postotak standardne normalne dis-
tribucije i σ2 varijansa tada nivo-α-značajnosti nulte
hipoteze da je sredina populacije jednaka odred̄enoj
vrijednosti μ0 nasuprot alternativi da nije jednaka μ0

je da odbacimo nultu hipotezu ako

|X − μ0| ≥ zα/2
σ√
n

ili ekvivalentno sa

Odbaci H0 ako je

√
n

σ
|X − μ0| ≥ zα/2

Nemoj odbaciti H0 u suprotnom

9. Pretpostavimo da, ako je emitovan signal intenziteta μ sa odred̄ene zvijezde, da vrijednost
koja je primljena na poziciji opažanja na zemlji je normalna slučajna varijabla sa sredinom μ i
standardnom devijacijom 4. Drugim riječima, vrijednost emitovanog signala je promjenjena
pomoću slučajnog šuma, koji ima normalnu distribuciju sa sredinom 0 i standardnom devijacijom 4.
Pretpostavljeno je, da je intenzitet signala jednak 10. Testirati da li je hipoteza vjerodostojna ako
je isti signal nezavisno primljen 20 puta i od 20 dobijenih vrijednosti dobijeni prosjek je 11,6.
Koristiti 5 postotni nivo značajnosti.

Vrijednost p je najmanja moguća vrijednost nivoa značaja na osnovu koje podaci vode ka odbaci-
vanju nulte hipoteze. Ona daje vjerovatnoću da podaci ne podržavaju H0.....

10. Ured̄aj koji astronomi koriste za mjerenje udaljenosti kao rezultat ima mjeru koja ima
srednju vrijednost jednaku stvarnoj udaljenosti objekta koji je mjeren i standardnu devijaciju od
0,5 svjetlosnih godina. Trenutna teorija nam govori da stvarna udaljenost izmed̄u Zemlji i asteroida
Phyla iznosi 14,4 svjetlosne godine. Testirati ovu hipotezu, na 5 postoni nivo značaja, ako šest
nezavisnih mjera povlači sljedeće podatke

15, 1; 14, 8; 14, 0; 15, 2; 14, 7; 14, 5;

(odgovarajuća distribucija je normalna).

Rješenje-upute: H0 : μ = 14, 4; H1 : μ �= 14, 4; z0,025 = 1, 96; σ = 0, 5 (iz postavke);√
n
σ
|X − μ0| = 1, 5513; Sad imamo

Odbaci H0 ako je 1, 5513 ≥ 1, 96
Nemoj odbaciti H0 u suprotnom
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Nemoj odbaciti H0.

11. Posmatrajmo eksperiment iz Zadatka broj 9 i pretpostavimo da je prosjek od 20 vrijednosti
jednak 10,8. Odrediti p vrijednost i objasniti za koje nivoe značajnosti H0 neće biti odbačena. Isto
ovo sprovesti za slučaj kada je sredina uzorka 7,8.

12. Da bi testirali hipotezu

H0 : μ = 1, 5 protiv H1 : μ �= 105

uzet je uzorak veličine 9. Ako je sredina uzorka X = 100, pronaći p vrijednost ako je poznata
standardna devijacija populacije

(a) σ = 5
(b) σ = 10
(c) σ = 15

U kojem slučaju će nulta hipoteza biti odbačena sa 5 postotnim nivoom značajnosti? Šta je sa
slučajem za 1 postotni nivo?

Rješenje-upute: H0 : μ = 105; H1 : μ �= 105;
(a) σ = 5;

√
n
σ
|X − μ0| = 3;

Sad imamo P{|Z| ≥ 3} = 2P{Z ≥ 3} = 2(1− P{Z < 3}) = 0, 0026
(b) p = 0, 1336
(c) p = 0, 3174
Na 5% nivou značajnosti odbacićemo H0 u slučaju (a). Za 1% nivo značajnosti odbacićemo H0 u
slučaju (a).

Sljedeći primjer je skoncentrisan na odred̄ivanje vjerovatnoće za ne odbacivanje nulte hipoteze
kada je ona netačna.

13. Posmatrajmo eksperiment iz Zadatka broj 9. Ako pretpostavimo da je nivo značajnosti 0,05,
kolika je vjerovatnoća da će nulta hipoteza (da je intenzitet signala jednak 10) biti odbačena kada
je stvarna vrijednost signala 9,2?

14. Poznato je da vrijednost koju prima lokalna prijemna stanica jednaka vrijednosti koju šalje
plus slučajna greška koja je normalna sa sredinom 0 i standardnom devijacijom 2. Ako je ista
vrijednost poslana 7 puta, izračunati vjerovatnoću da li će nulta hipoteza, da je vrijednost 14
poslana, biti odbačena, na 5 postotnom nivou značajnosti, kada je stvarna vrijednost koja je poslana

(a) 15
(b) 13
(c) 16

ako su primljene vrijednosti

14, 6; 14, 8; 15, 1; 13, 2; 12, 4; 16, 8; 16, 3;

Rješenje-upute: (a) 0.2616 (b) 0.2616 (c) 0.7549
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U mnogim situacijama, zanima nas testiranje
hipoteza da li je sredina manja ili jednaka od neke
odred̄ene vrijednosti μ0 nasuprot alternativi da je veća
od te vrijednosti. To jest, često nas zanima testiranje

H0 : μ ≤ μ0

nasuprot alternativnoj hipotezi

H1 : μ > μ0.

S obzirom da želimo odbaciti H0 samo kada je sredina uzorka X mnogo veće od μ0 (i ne vǐse
kada je mnogo manje), tada test α-niva-značajnosti je da

Odbaci H0 ako je

√
n

σ
(X − μ0) ≥ zα/2

Nemoj odbaciti H0 u suprotnom

(vidi sliku)

15. Sve sadašnje cigarete koje se prodaju sadrže u prosjeku najmanje 1,5 miligrama nikotina.
Jedna fabrika duhana koja proizvodi cigarete tvrdi da je otkrila novi metod obrade listova duhana i
da kao rezultat u prosjeku proizvodi cigarete koje sadrže manje od 1,5 miligrama nikotina po
cigareti. Da bi testirala ovu tvrdnju, uzeto je 20 cigareta za testiranje iz ove fabrike. Ako je poznato
da je standardna devijacija nikotina po cigareti 0,7 miligrama, kakve zaključke možete izvesti, na 5
postotnom nivou značajnosti, ako je prosječan sadržaj nikotina u ovih 20 cigareta 1,42 miligrama?

Testovi statističkih hipoteza koje sadrže ili nultu ili alternativnu hipotezu u obliku nejednakosti
koja je veća (ili manja) od odred̄ene vrijednosti se nazivaju jedno-strani testovi.

Tabela 1 - Testiranje hipoteza koje se odnose na sredinu μ normalne populacije ako je poznata

varijansa σ2 (X1, ..., Xn je uzorak podataka, a X =
∑n

i=1

n
).

H0 H1 Test statistika TS Test α-nivoa-značajnosti p vrijednost ako je TS = v

μ = μ0 μ �= μ0

√
n
X − μ0

σ
Odbaci H0 ako je |TS| ≥ zα/2 2P{Z ≥ |v|}
U suprotnom nemoj odbaci H0

μ ≤ μ0 μ �> μ0

√
n
X − μ0

σ
Odbaci H0 ako je TS ≥ zα/2 2P{Z ≥ v}
U suprotnom nemoj odbaci H0

μ ≥ μ0 μ �< μ0

√
n
X − μ0

σ
Odbaci H0 ako je |TS| ≤ −zα/2 2P{Z ≤ v}
U suprotnom nemoj odbaci H0

511

Table 6.1 Standard Normal Probabilities

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767

2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936

2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998

Data value in table is P{Z < x}.
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Univerzitet u Zenici
Politehnički fakultet
Odsjek: Grad̄evinarstvo
Zenica, 29.11.2013.

Prvi parcijalni iz Inžinjerske matematike III

Napomena: Svaku formulu koju mislite koristit, u sva 4 zadatka, obavezno
napisati, kao i značenja simbola iz formule. Ispit pisati isključivo hemiskom
olovkom plave ili crne tinte. Prije rješenja prepisati postavku (tekst) zadatka.

1. Metodom svod̄enja na jednu diferencijalnu jednačinu vǐseg reda rješiti sljedeći sistem

−ẋ− x+ ẏ = sin t

ẋ− x+ y = e2t

2. Metodom varijacije konstanti riješiti dati sistem linearnih jednačina

ẋ = 3x+ 3y + sin t

ẏ = −x− y − sin t

ż = −x− 3y + 2z + 4 sin t

3. Primjenom Laplaceove transformacije izračunati integral

ˆ ∞

0

te−3t sin t dt.

4. Primjenom Laplaceove transformacije rješiti diferencijalnu jednačinu

ty′′ + (3t− 1)y′ + 3y = 0; y(0) = 0, y′(0) = 0.
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Zadaci su skinuti sa stranice pf.unze.ba/nabokov.
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Univerzitet u Zenici
Politehnički fakultet
Odsjek: Grad̄evinarstvo
Zenica, 23.01.2014.

Drugi parcijalni iz Inžinjerske matematike III

Napomena: Svaku formulu koju mislite koristit, u sva 4 zadatka, obavezno
napisati, kao i značenja simbola iz formule. Ispit pisati isključivo hemiskom
olovkom plave ili crne tinte. Prije rješenja prepisati postavku (tekst) zadatka.

1. Naći standardnu devijaciju, raspon i interkvartilni raspon podataka datih u tabeli.

Početna plata Frekvencija
47 4
48 1
49 3
50 5
51 8
52 10
54 5
56 2
57 3
60 1

Predstaviti podatke grafički pomoću histograma i poligona frekvencija (histograma frekvencija
treba da ima 6 intervala). Na kraju odrediti sredinu uzorka, medijanu uzorka i mod uzorka.

2. U kutiji se nalazi 50 šarafa od kojih je 40 dobrih i 10 loših.
(20%) (a) Na koliko se načina može formirati uzorak od 5 šarafa?
(80%) (b) Koliko se može formirati uzoraka sa 5 šarafa od kojih su 2 loša?

3. Med̄u turistima u jednom skijaškom centru 60% su muškarci. Pored toga, 80% žena i 60%
muškaraca su domaći turisti. Izračunati vjerovatnoću da će na slučaj odabrana osoba biti:

(a) državljanin naše zemlje;
(b) strana turistkinja.

4. Pretpostavimo da, ako je emitovan signal intenziteta μ sa odred̄ene zvijezde, da vrijednost
koja je primljena na poziciji opažanja na zemlji je normalna slučajna varijabla sa sredinom μ i
standardnom devijacijom 4. Drugim riječima, vrijednost emitovanog signala je promjenjena
pomoću slučajnog šuma, koji ima normalnu distribuciju sa sredinom 0 i standardnom devijacijom 4.
Pretpostavljeno je, da je intenzitet signala jednak 10.

(40%) (a) Testirati da li je hipoteza vjerodostojna ako je isti signal nezavisno primljen 20 puta i
od 20 dobijenih vrijednosti dobijeni prosjek je 11,6. Koristiti 5 postotni nivo značajnosti.

(40%) (b) Pretpostavimo da je prosjek od 20 vrijednosti jednak 10,8. Odrediti p vrijednost i
objasniti za koje nivoe značajnosti H0 neće biti odbačena. Isto ovo sprovesti za slučaj kada je
sredina uzorka 7,8.
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Zadaci su skinuti sa stranice pf.unze.ba/nabokov.
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Univerzitet u Zenici
Politehnički fakultet
Odsjek: Grad̄evinarstvo
Zenica, 03.02.2014.

Pismeni ispit iz Inžinjerske matematike III

Pravila: Svaku formulu koju mislite koristit, u sva 4 zadatka, obavezno napisati,
kao i značenja simbola iz formule. Ispit pisati isključivo hemiskom olovkom plave
ili crne tinte. Prije rješenja prepisati postavku (tekst) zadatka.

1. Riješiti sistem diferencijalnih jednačina

−ẋ− x+ ẏ = −et

ẋ− x+ y = e2t

2. Odrediti Laplasovu transformaciju funkcije f(t) = 3t3 sin 3t+ 2t2e−4t.

3. Dva prijatelja ugovorila su sastanak na odred̄enom mjestu u odred̄en dan izmed̄u 10 i 11 sati.
Onaj koji prvi dod̄e čekaće 15 minuta, poslije čega odlazi. Kolika je vjerovatnoća da će se prijatelji
susresti?

4. Pretpostavimo da, ako je emitovan signal intenziteta μ sa odred̄ene zvijezde, da vrijednost
koja je primljena na poziciji opažanja na zemlji je normalna slučajna varijabla sa sredinom μ i
standardnom devijacijom 4. Drugim riječima, vrijednost emitovanog signala je promjenjena
pomoću slučajnog šuma, koji ima normalnu distribuciju sa sredinom 0 i standardnom devijacijom 4.
Pretpostavljeno je, da je intenzitet signala jednak 10.

(50%) (a) Testirati da li je hipoteza vjerodostojna ako je isti signal nezavisno primljen 20 puta i
od 20 dobijenih vrijednosti dobijeni prosjek je 11,6. Koristiti 5 postotni nivo značajnosti.

(50%) (b) Pretpostavimo da je prosjek od 20 vrijednosti jednak 10,8. Odrediti p vrijednost i
objasniti za koje nivoe značajnosti H0 neće biti odbačena. Isto ovo sprovesti za slučaj kada je
sredina uzorka 7,8.
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Univerzitet u Zenici
Politehnički fakultet
Odsjek: Grad̄evinarstvo
Zenica, 17.02.2014.

Pismeni ispit iz Inžinjerske matematike III

Pravila: Svaku formulu koju mislite koristit, u sva 4 zadatka, obavezno napisati,
kao i značenja simbola iz formule. Ispit pisati isključivo hemiskom olovkom plave
ili crne tinte. Prije rješenja prepisati postavku (tekst) zadatka. Obratiti pažnju na
matematičku kulturu i matematičku pismenost.

1. Riješiti sistem diferencijalnih jednačina

ẋ = 3x− 3y + 4

ẏ = 2x− 2y − 1

2. Primjenom Laplasove transformacije rješiti diferencijalnu jednačinu

ty′′ − (4t+ 1)y′ + 2(2t+ 1)y = 0; y(0) = 0; y′(0) = 0.

3. Na skladǐstu je 1000 proizvoda i to: 750 proizvoda iz prve i 250 proizvoda iz druge fabrike.
Med̄u proizvodima prve fabrike je 5% defektnih a iz druge je 3% defektnih. Kolika je vjerovatnoća
da slučajno uzet proizvod iz skladǐsta bude defektan? Ako je na slučaj uzeti proizvod defektan,
kolika je vjerovatnoća da je proizveden u prvoj a kolika da je proizveden u drugoj fabrici?

4. Za sljedeće podatke je poznato da su dobijeni iz normalne populacije

15, 6; 16, 4; 14, 8; 17, 2; 16, 9; 15, 3; 14, 0; 15, 9

(60%) (a) Naći standardnu devijaciju, raspon i interkvartilni raspon podataka te predstaviti
podatke grafički pomoću histograma frekvencija (naštimati histograma frekvencija tako da ima 3
intervala). Odrediti i sredinu, medijanu i mod uzorka.

(40%) (b) Pretpostavimo da dati podaci imaju standardnu devijaciju 2. Iskoristiti ih i testirati
hipotezu da je sredina populacije jednaka 15. Odrediti nivo značajnosti za koji će test odbaciti
nultu hipotezu kao i nivo značajnosti za koji test neće odbaciti nultu hipotezu.
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Univerzitet u Zenici
Politehnički fakultet
Odsjek: Grad̄evinarstvo
Zenica, 23.06.2014.

Inžinjerske matematike III, pismeni ispit

Važno: Ispit pisati isključivo hemiskom olovkom plave ili crne tinte. U sva 4
zadatka objasnite značenja simbola iz formula koje upotrebite. Prije rješenja
prepisati postavku (tekst) zadatka. Obratiti pažnju na matematičku kulturu i
matematičku pismenost.

1. Riješiti sistem diferencijalnih jednačina

ẋ = y + 2et

ẏ = x+ t

2. Primjenom Laplasove transformacije rješiti diferencijalnu jednačinu

tx′′ + 2(t− 1)x′ − 2x = 0; x(0) = 0; x′(0) = 0.

3. Na tri mašine se obrad̄uju isti mašinski elementi i to na prvoj 40%, a na drugoj i trećoj po
30% od svih elemenata. U procesu proizvodnje prva mašina daje 85%, druga 95% a treća 90%
ispravnih elemena.

(a) Naći vjerovatnoću da je na slučaj uzeti element ispravan.

(b) Ako je slučajno uzeti element ispravan, kolika je vjerovatnoća da je obrad̄en na prvoj, drugoj
ili trećoj mašini?

4. Prošlogodǐsnji uzorak testirane ribe iz Boračkog jezera pokazuje da je sredina koncentracije
polihorovanog bifelina (PCB) po ribi iznosila 15ti dio miliona sa standardnom devijacijom 2gi dio
miliona. Pretpostavimo da je sprovedeno novo testiranje i da slučajni uzorak od 25 riba ima
sljedeću koncentraciju

15, 16, 17, 18, 17, 18, 12, 14, 11, 17, 13, 14, 14, 12, 12, 16, 13, 11, 14, 15, 16, 13, 10, 19, 20

(50%) (a) Naći sredinu uzorka, medijanu uzorka, mod uzorka, standardnu devijaciju, varijansu,
raspon i interkvartilni raspon datih podataka. Predstaviti podatke grafički pomoću histograma i
poligona frekvencija (naštimati histogram frekvencija tako da ima tačno 4 intervala).

(50%) (b) Pretpostavimo da je standardna devijacija ostala ista (2gi dio miliona). Testirati
hipotezu da je sredina PCB koncentracije takod̄er ostala nepromjenjena (15ti dio miliona). Odrediti
nivo značajnosti za koji će test odbaciti nultu hipotezu kao i nivo značajnosti za koji test neće
odbaciti nultu hipotezu.
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Za uočene greške pisati na infoarrt@gmail.com

626



627 628



629 630



631 632



633 634



635 636



637 638



Univerzitet u Zenici
Politehnički fakultet
Odsjek: Grad̄evinarstvo
Zenica, 07.07.2014.

Inžinjerska matematika III, pismeni ispit

Važno: Ispit pisati isključivo hemiskom olovkom plave ili crne tinte. U sva 4
zadatka objasnite značenja simbola iz formula koje upotrebite. Prije rješenja
prepisati postavku (tekst) zadatka. Obratiti pažnju na matematičku kulturu i
matematičku pismenost.

1. Riješiti sistem diferencijalnih jednačina

ẋ = −2x− 3y

ẏ = −3x− 2y + 2e2t

2. Odrediti

L−1

{
3s+ 2

s2 + 2s+ 10

}
.

3. Vjerovatnoća da je na slučaj izabrani kupac namještaja muškarac iznosi 0.65, vjerovatnoća da
je kupac osoba u braku jednaka je 0.75, a vjerovatnoća da je oženjeni muškarac je 0.70. Ako
slučajno biramo jednog kupca, izračunati vjerovatnoću da je odabrano lice:

(a) ženskog pola;

(b) udata žena;

(c) osoba koja nije u braku;

(d) neudata žena.

4. Za sljedeće podatke je poznato da su dobijeni iz normalne populacije

15, 6; 16, 4; 14, 8; 17, 2; 16, 9; 15, 3; 14, 0; 15, 9

(50%) (a) Naći standardnu devijaciju, raspon i interkvartilni raspon podataka te predstaviti
podatke grafički pomoću histograma frekvencija (naštimati histograma frekvencija tako da ima 3
intervala). Odrediti i sredinu, medijanu i mod uzorka.

(50%) (b) Pretpostavimo da dati podaci imaju standardnu devijaciju 2. Iskoristiti ih i testirati
hipotezu da je sredina populacije jednaka 15. Odrediti nivo značajnosti za koji će test odbaciti
nultu hipotezu kao i nivo značajnosti za koji test neće odbaciti nultu hipotezu.
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Univerzitet u Zenici
Politehnički fakultet
Odsjek: Grad̄evinarstvo
Zenica, 15.09.2014.

Inžinjerska matematika III, pismeni ispit

Važno: Ispit pisati isključivo hemiskom olovkom plave ili crne tinte. U sva 4
zadatka objasnite značenja simbola iz formula koje upotrebite. Prije rješenja
prepisati postavku (tekst) zadatka. Prilikom pisanja rješenja zadataka obratiti
pažnju na matematičku kulturu i matematičku pismenost.

1. Riješiti sistem diferencijalnih jednačina

ẍ+ ẋ+ x+ ÿ + y = et

ẍ+ ẋ+ ÿ = e−t

2. Data je Laplace-ova transformacija funkcije y sa

L{y} =
4s2 − 6s+ 15

s3 − 2s2 + 5s
.

Odrediti šta je y?

3. Date su dvije skupine proizvoda. Jedna od njih sadrži 12, a druga 10 komada, pri čemu se u
obje skupine nalazi po jedan neispravan proizvod. Nasumice je uzet jedan proizvod iz prve skupine
i prebačen je u drugu, a poslije toga slučajnim odabirom uzima se jedan proizvod iz druge skupine.
Odrediti vjerovatnoću da je taj proizvod neispravan.

4. Na putu kretanja automobila nalazi se 5 semafora. Vjerovatnoća da će se auto zaustaviti na
prvom semaforu je 0,4; na drugom 0,6; na trećem 0,5; na četvrtom 0,7 i na petom semaforu 0,4.
Semafori rade nezavisno jedan od drugog. Neka je X slučajna promjenjiva koja predstavlje broj
semafora koje je vozač automobila prošao do prvog zaustavljanja. Naći zakon raspodjele
vjerovatnoća slučajne promjenjive X, a zatim odrediti njenu funkciju raspodjele F (x), matematičko
očekivanje E(x) i disperziju σ2(X).
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Za uočene greške pisati na infoarrt@gmail.com

650



651 652



653 654



655 656



657

Univerzitet u Zenici
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Inžinjerska matematika III, pismeni ispit

Važno: Ispit pisati isključivo hemiskom olovkom plave ili crne tinte. U sva 4
zadatka objasnite značenja simbola iz formula koje upotrebite. Prije rješenja
prepisati postavku (tekst) zadatka. Prilikom pisanja rješenja zadataka obratiti
pažnju na matematičku kulturu i matematičku pismenost.

1. Riješiti sistem diferencijalnih jednačina metodom svod̄enja na jednu diferencijalnu jednačinu
vǐseg reda

ẋ = −2x− 3y

ẏ = −3x− 2y + 2e2t

2. Data je Laplace-ova transformacija funkcije y sa

L{y} =
e−2s + 2se−5s

s2 + 2
.

Odrediti šta je y?

3. Bacaju se dvije obične numerisane kockice. Kolika je vjerovatnoća da je zbir dobijenih brojeva
7, ako se zna da je bar jedan od dobijenih brojeva 5?

4. Na ispitu je bilo 20 studenata. Deset studenata je dobilo ocjenu 8, šest studenata je dobilo
ocjenu 9, a četvero je dobilo ocjenu 10. Na slučajan način su izabrana dva studenta i izračunata je
njihova prosječna ocjena. Neka je X slučajna promjenjiva čija je vrijednost upravo ta prosječna
ocjena dva izabrana studenta. Izračunati matematičko očekivanje i disperziju slučajne promjenjive
X.
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